RIFLESSIONE E RIFRAZIONE DI UN’ONDA PIANA: INCIDENZA OBLIQUA 3.1

3.1 Riflessione e rifrazione di un’onda piana alla su-
perficie di discontinuita fra due mezzi: incidenza
obliqua

Si considerino due mezzi lineari, isotropi, omogenei, stazionari, seminfiniti e
separati da una superficie S piana (Fig. 3.1). Il mezzo 1 ¢ caratterizzato da
€1, [11, 01 mentre il mezzo 2 da ey, pg, 09. Si definisce:

e O lorigine di un sistema di riferimento appartenente alla superficie .S
di separazione tra i due mezzi;

e 1 il versore normale alla superficie S diretto dal mezzo 2 al mezzo 1;

e 7 il vettore congiungente l'origine O con un generico punto P dello
spazio, 7= 2't +y'y+ 2'Z

Si consideri poi una generica onda piana, avente direzione di propagazione iy, ,
proveniente dal mezzo 1 ed incidente sulla superficie S. Il campo associato a
tale onda e esprimibile tramite le relazioni

—. =1} i3 =
E = Ei)e Jk1ik, r’
2 Lo i
H' = — g X E ,
1
dove ky e (7 sono rispettivamente la costante di propagazione e 'impedenza
caratteristica del mezzo 1, mentre ES:) ¢ 'ampiezza dell’onda incidente.

Si definisca inoltre piano di incidenza il piano contenente i versori n e i,
per cui cioe 7+ (1 X ix,) = 0. Si puo facilmente ipotizzare che 'onda piana
incidente origini un’onda riflessa nel mezzo 1 e una trasmessa nel mezzo
2, anche esse piane, le cui direzioni di propagazione giacciono sul piano di
incidenza. Il campo elettromagnetico associato all’onda piana riflessa risulta

N ®

Figura 3.1: Riflessione e rifrazione di un’onda piana alla superficie di
discontinuita fra due mezzi: geometria del problema.
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incidente riflessa

trasmessa

Figura 3.2: Riflessione e rifrazione di un’onda piana alla superficie di
discontinuita fra due mezzi: geometria del problema sul piano di incidenza.

Br = BWe by (3.1)

. 1. .

A= i x B, (3.2)
1

mentre quello dell’onda trasmessa

ot ;(2) —jkaig, 7

E' = E e 7™k (3.3)

7t L. ot

H' = —ip, x E". (3.4)

G

Nel mezzo 2, a rigore, dovremmo considerare anche un’onda proveniente da
z = —oo con direzione di propagazione iz,. Essendo tuttavia il mezzo 2
indefinito per z — —o0 e non essendo presente alcuna sorgente in z = —oo

tale onda, al fine di verificare la condizione di radiazione all’infinito, avra
ampiezza nulla. Sulla superficie di separazione dei due mezzi dovranno essere
verificate le seguenti condizioni al contorno

A x (EYF) + E"(7)) : (3.5)

res

i (A7) + ()

(3.6)

Sostituendo nella eq. (3.5) le espressioni dei campi elettrici delle onde inci-
dente, riflessa e trasmessa, si ottiene

i x BV exp(—jkiin, - 7) + 7 x B exp(—jkiiy, - 7) =
A x B exp(—jkain, - 7), (3.7)
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con 77 € S. Poiché n x (' x n) = 7 — n(n - ) & possibile esprimere il vettore
7 tramite la relazione

X

(7 x 7) + Al - 7) | (3.8)

=N

=

in cui il doppio prodotto vettoriale 1 x (7 x n) rappresenta la componente
del vettore 7 tangenziale alla superficie di separazione S, mentre n(n - 7) la
componente ad essa normale. Richiedere che 77 € S equivale a richiedere che
sulla superficie S' sia verificata la condizione n - 7= 0, quindi

= (Fxn)-(ixxn). (3.9

=iy X (FXA) +ig - a(f-7)
n-7=0

res

i 7

L’equazione (3.7) puo essere ora scritta nella forma
(7 x BD) exp [—jkl(Fx 7)) - (i ¥ ﬁ)] v
+ (2 x EDYexp [—jkl(Fx n) - (i x n)] -
= (72 x B?Yexp [—jkg(Fx 7)) - (i, ﬁ)] . VFeS. (3.10)
Poiché ES:),EQ),ESB) non sono funzioni della posizione 7 e la precedente

relazione deve essere verificata Vi~ € S e necessario che gli argomenti degli
esponenziali siano identici, cioe

k(7 x 7)) - (ig, X 1) = (3.11a)
= ki (7 x A1) - (i X 7)) = (3.11b)
= ko (7 X 1) - (i, X 1) (3.11c)

Per 'arbitrarieta del vettore 77 € S 1'uguaglianza delle espressioni (3.11a) e
(3.11b) conduce alla relazione

ik, X A=l X 0. (3.12)

Definendo con 6y l'angolo compreso tra i versori n e i, e con 6; quello
compreso tra i versori 7 e 13, segue che (prima legge di Snell)

sin 90 = sin 0, = 00 =0;. (313)

Analogamente richiedere che sia verificata I'uguaglianza tra le espressioni
(3.11a) e (3.11c) equivale a richiedere che

ki (ip, X ) = ko(ip, X 1),
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Figura 3.4: Geometria dell’onda diretta e trasmessa.

da cui definendo 6, ’angolo compreso tra i versori (—7) e i, risulta (seconda
legge di Snell)

kl sin 01 = k’g sin 62 . (314)

Quest’ultima relazione & generalmente espressa in termini dell’indice di
rifrazione assoluto definito come!:

E_ oy

n =
ko wy/éotio

= et (3.15)

per cui dividendo ambo i membri della eq. (3.14) per kq si ottiene
nq sin 91 = N9 sin 02 . (316)

Nel caso che i mezzi siano privi di perdite (n € R™) si individuano i seguenti
due casi

INel caso di mezzo dielettrico (1 ~ pg) per cui

"~ Wy/€o€rflo

~ € .

wy/€o0 o
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° ]caso ny < noy ‘

Il mezzo in cui e trasmessa ’onda e piu denso di quello di provenienza
e ’angolo 65 risulta sempre reale per ogni valore reale dell’angolo 6, €
(0,7/2) di incidenza. Infatti essendo il rapporto ny/ns < 1 si ottiene:

sinfy = Lsing, <1, Vo € (0,7/2).

T2
® (Caso Ny > Noy

Il mezzo di provenienza e piu denso di quello in cui 'onda & trasmessa
e 'angolo 6, risulta reale solo per alcuni valori dell’angolo di incidenza
0, € (0,7/2). In particolare cio si verifica per gli angoli di incidenza 6,
minori dell’angolo critico . definito come ’angolo per cui

. ny .
sinfy = —sinf, =1,
o

. U
0, = arcsin (| — | .
n

cioe

Quindi per

o 0 < 90
esiste un angolo Ay € R per cui Ekz € R e 'onda trasmessa nel
mezzo 2 risulta omogenea;

091>60

I’angolo 6, € C, la direzione di propagazione dell’onda trasmessa
e complessa e 'onda risulta non omogenea.

Nel caso in cui un’onda piana non incida ortogonalmente sulla superficie di
separazione S tra due mezzi aventi caratteristiche elettriche e/o magnetiche
diverse ¢ sempre possibile definire un piano di incidenza contenente sia il
versore di propagazione che quello normale al piano di separazione S. Inoltre,
data la linearita del problema, ¢ possibile considerare una generica onda piana
incidente avente polarizzazione arbitraria come sovrapposizione di due onde
piane (Fig. 3.5)

1 una con campo elettrico perpendicolare al piano di incidenza (o onda
Trasversa Elettrica rispetto alla normale alla superficie di separazione
in quanto il campo elettrico e tutto trasverso rispetto a tale normale);
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Figura 3.5: Scomposizione nelle componenti ortogonale e parallela dell’onda
piana incidente.

|

SIS

Figura 3.6: Polarizzazione parallela: geometria del problema.

|| una con campo elettrico parallelo al piano di incidenza (o onda Tra-
sversa Magnetica rispetto alla normale alla superficie di separazione in
quanto il campo magnetico e tutto trasverso rispetto a tale normale).

Il campo riflesso e trasmesso possono essere quindi studiati come sovrap-
posizione dei campi generati dalle componenti parallela e perpendicolare

dell’onda piana incidente.
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Figura 3.7: Polarizzazione parallela: campo incidente.

3.2 Polarizzazione Parallela

e Campo incidente

i (1) —jkyig, 7
E'=FE]"e TR

L 1. .

1 - 7

H = —i, x E,
1

con 7 =2xr+yy+ 2=z e

Ef) = Esrl)(cos 619 +sinb,2) ,

g, =sinf1y —cosb 2.

EPEC

Quindi
i 1 . . R .
E' = ESJ(COS Qly -+ sin 912)6 Jk1 Sln91y6]k1 cos b1z :
Joie
[—_ji — _Jrj;e—jkl Sin@lyejkl cos 1z
G

e Campo riflesso

B = B0

rrr 1. or

H = U X F s
1

con
EW = E(,l)(cos 01y —sin6, 2),

~

i, = sin6y + cos b,z .

Y

EYeccC

3.7
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Figura 3.8: Polarizzazione parallela: campo riflesso.

A

Figura 3.9: Polarizzazione parallela: campo trasmesso.

Quindi
E" = E(,l)(cos 017 — sin ), 2)e Ik sin01y gikicosbrz (3.27)
. gD .
Hr — Cf Ae—]kl sm91ye—]k1 cosbz ' (328)
1

e Campo trasmesso

Et = B e ki T (3.29)
— 1 A —
A= iy, x B, (3.30)
2
con
Ef) = Ef)(cos 02y + sin 6y 2) | Ef) e C, (3.31)

%kz =sinfy —cosbz. (3.32)
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Quindi
E' = Ef) (cos O] + sin By 2)eIh2sinbay g cosboz (3.33)
., E®Y .
Ht — C—l— i,ef]kg sm92y63k2 cos sz . (334)
2

Imponendo le condizioni al contorno all'interfaccia tra i due mezzi (z = 0) si
ottiene Yy

EJ(:) cos Breksin0y L B coq 9 e ikisintiy — Ef) cos fyeIk2sint2y (3 35)

(1) (1) 2)
E+ e—jkl sinfry E* e—jkl sin 01y — E+ €_jk2 sin O2y ] (336)
G G Co

Utilizzando la seconda legge di Snell, cioe k; sin 6y = ko sin 05, la precedente
equazione si riduce alla

ES:) cosf; + EW cos 0, = E(f) cos by, (3.37)
gV pY gD (338)
G1 C1 G '

da cui, risolvendo rispetto alle ampiezze dell’onda riflessa e trasmessa, si
ottiene

Oy — 0
EW — pzeosbe = 6 cosh (3.39)
(o cos By + (7 cos by
2(5 cos 0,
E® = gV . 3.40
+ * (cosby 4 (h cos by ( )
Si definisce coefficiente di riflessione parallela lo scalare
L - Er. 0 E(_l) cosfy  (acostly — (i cos b (3.41)
=g g Eil) cosf, Cacosby+ (cosy’ '
mentre coefficiente di trasmissione parallela la quantita
i 7 E® cos 0, 2(5 cos by
= "= .= (1) = ] 0. (342)
i.g  EY cost (o cos By + (1 cos by

da cui risulta 7y = 1 4 I'j. Per il riferimento assunto in Fig. 3.6 risulta

EY = EVr,, (3.43)
0
BY = g0y 220 (3.44)
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|
T |

Figura 3.10: Polarizzazione perpendicolare: geometria del problema.

3.3 Polarizzazione perpendicolare

Procedendo analogamente a quanto fatto per la polarizzazione parallela, si
perviene al sistema

EV +EY = Y (3.45)
ES:) cos 6, E(_l) cosf Ef)cos 0, (3.46)
G G G '
da cui, risolvendo rispetto alle ampiezze dell’onda riflessa e trasmessa,
W) _ ) oot o
1) 1) cos 6 cos 0
E =FE, ﬁ , (3.47)
cos Oy cos 01
® _ 0 2o
_ cos 0y
E7 =FE, ﬁ : (3.48)
cos f2 cos 01

Si definisce coefficiente di riflessione perpendicolare lo scalare

Er. 3 E(_l) _ Gacost — (ycosth

I =—= = = , 3.49
T f Efrl) (2 cos 0y + (5 cos by (3.49)
mentre coefficiente di trasmissione perpendicolare la quantita
Et-z EY 2(, cos 0
T Z - £ 008 b1 (3.50)

CEios Efrl) (G cosby 4 (G cos by

Analogamente al caso di polarizzazione parallela vale la relazione 7, = 1+1"|
e per il riferimento assunto in Fig. 3.10 risulta

Y = EVT (3.51)
E® = EVr, . (3.52)
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3.4 Angolo di Brewster

A questo punto ci poniamo la seguente domanda: esiste un particolare angolo
di incidenza 60; per cui per il caso di polarizzazione parallela e/o per quel-
lo di polarizzazione perpendicolare non e presente onda riflessa? Per dare
una risposta a tale quesito nel caso di polarizzazione parallela ¢ necessario
verificare se esiste un valore reale dell’angolo di incidenza 6, per cui

(o cos 6y — (1 cos by

Iy = =0 3.53
I (o cos By + (; cos b, ’ ( )

che, poiché il denominatore risulta sempre limitato, equivale a verificare la
relazione

(acosby — (i cosb; =0. (3.54)

I due angoli 0, e 05 sono legati dalla relazione

k
sinfy = — sin 6, (3.55)

ks

quindi
(1 —sin?6,) = (3(1 —sin?0,) , (3.56)
2
& (1 - :—%siHQ 91) = (7 (1 —sin®6y) , (3.57)
2 42

sin? 0, = Kl (3.58)

k2 )
G5 -

da cui, ricordando che ( = \/u/€e e k = w,/eq, si ottiene

) H2€1 — [1€2 | €2
sin“f; = | ————F= | =. 3.59
! ( . )m (3:59)

Nel caso in cui si consideri che entrambi i mezzi siano dielettrici, cioe p; =~
2 = po, si ha
€2

€1+ €

sin? 6, = <1. (3.60)

Percio, nel caso di polarizzazione parallela dell’onda incidente, esistera sem-
pre un angolo reale per cui non e presente onda riflessa nel mezzo di prove-
nienza dell’onda. Essendo poi

cos?0 =1 —sin’f; =1 — ex/(e1 + &) = e1/(e1 + €2) (3.61)
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tale angolo, detto angolo di Brewster 0y, puo essere definito attraverso la sua
tangente

tanfy = |2 (3.62)

€1

Per quanto riguarda invece la polarizzazione perpendicolare ¢ necessa-
rio ricercare quel valore dell’angolo di incidenza 6, per cui risulta valida la
condizione

_ Gacosty — (costy

| = = 3.63
+ (o cosby + (1 cos by ( )
OVVero
(acos86; — (1 cosfy =0. (3.64)
Procedendo analogamente al caso precedente si ottiene
/{32
G(1—sin?6;) =G — k—; sin”6,) (3.65)
2
e quindi
2 _ 2
Gin?f, = 20 He et TG (3.66)

k2 2,2
G-y o oM
2

Nel caso si consideri che entrambi i mezzi siano dielettrici pq >~ puo >~ oy per
cui (ug — p1) = n — 0 e quindi

g T e e —e) e —e
1m -—

= lim = 0. 3.67
=0 € n(n + 2p1) n—02€e; 1 (3.67)

Per far si che il limite risulti finito ed inferiore all’'unita dovra essere €; — ey =
0. Cio equivale a richiedere che sia verificato il caso, banale, in cui i due
mezzi dielettrici siano uguali.



